I prova scritta: seconda parte A.
8 giugno 2016

Fare uno studio qualitativo delle funzioni
1
f(z)=—logz, e g(x)=4zxlogz,
x
tracciandone i grafici.

Osservare che tali grafici, intersecandosi, individuano una regione limitata D
di piano: calcolare I'area di tale regione.

I1 dominio di f & D(f) =]0,+oo[; f(z) >0 se e solo se =z > 1.

lim f(z) = —o0, lim f(z)=0.

z—07F T—+00

_1—logx _ 2logx —3

() M)
Pertanto f & crescente su |0,e] mentre & decrescente su [e,+oo[; f
& concava su |0,Ve3] mentre & convessa su [ve3, 00|
I1 dominio di g & D(g) =]0,+o0[; g(x) >0 se e solo se x> 1.

I

2 3

lim g(z) =0, lim g(x) = +o0.

z—0t T—~400

g () =4(logz —1), ¢"(z) =

Pertanto g & decrescente su |0,1/e] mentre é crescente su [l/e,+00];
g & convessa su |0,+oo].
Si ha che

f(z) > g(x) <= (4a® —1)logr <0 < z € [1/2,1];

Effettuiamo il calcolo dell’area della regione D raffigurata
in figura:

2 4 2

' Tog z log? x ! 3 log?2
Area(D) = / [ — 4xlog x} dx = [ — 22 logw + 2° =—— (1+log2).
1
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Figure 1: La regione D.

Nel calcolo qui sopra abbiamo usato che

1 log” 2 2
/ngdx: ng—i—c, /:zzloga: d:z::x—loga:—x——i-c
x 2 2 4

dove il primo integrale si ottieme col metodo di sostituzione, il
secondo per parti.

Calcolare la soluzione u = u(t) del problema di Cauchy
/ 1 2
u = §(u —1), u(0) = ug
nel caso in cui ug > 1. Determinare esplicitamente il massimo intervallo di
esistenza e tracciare un grafico qualitativo delle soluzioni trovate (al variare di

Pit in generale, fare lo stesso studio per il problema di Cauchy

1
Ul = 5(’&2 — 1), U(to) = Ug

al variare di to € R e ug > 1.

Se up =1 allora u(t) =1 é soluzione costante del problema di Cauchy
definita su tutto R.



Se invece uy > 1, posto J := {t: u(t) > 1}, si avra che J é un
intervallo aperto contenente 0; su J l’equazione differenziale pud

essere riscritta come
2u/ _ (1)
uz—1

Integrando tra 0 e ¢ il membro sinistro di questa equazione, ed usando
la sostituzione y = u(s), si ottiene

u(t)

:| uo

t 2 / u(t) 2 u(t) 1 1 o 1
o u¥(s)—1 w Y1 w Y—1 y+1 y+1

Ora poniamo W(y):::loggi% (si ricordi che u(t) > 1); osserviamo
che

U 1, 4oo] =5 ] — 00,0

é una bigezione.
Dall’equazione (1) ricaviamo quindi che W(u(t))—V¥(ug) =t, ovvero

T(u(t)) = U(ug) + .

Affinché quest’ultima identitd sia verificata é necessario che il
membro destro appartenga all’immagine di ¥, e quindi ¢ < ¢ con

tmax 1= — W (up) = logzg—j}. Per tali valori di ¢ si avra che
u(t) = U1 (U (ug) +t). (2)
Dato che
) y—1 1+e*
0 =z < Y= ;
e Yy=1_o

possiamo determinare esplicitamente 1l’espressione dell’inversa insiemistica
. — z . - . .
di ¥, ovvero ¥~l(z) =114, di conseguenza (2) pud essere riscritta

1—e®?

come
~ug+ 14 (ug — 1)

u(t) =
(®) ug+ 1 — (ug — 1)et
Quest’espressione é definita per tE]—co,unmJ; inoltre si verifica
facilmente che

lim u(t) = +oo, lim u(t) =1

t—tmax t——o0

ug+1 [

I1 massimo intervallo di definizione della soluzione € ]-—oo,loguo_1



Nel caso generale, ovvero nel caso il dato iniziale del problema
di Cauchy fosse u(tg) = up, la soluzione &

u(t) ) + 1+ (Uo — 1)6t_t0
Cwg+ 1 — (ug — 1)et—to

e 1’intervallo massimale di definizione risulterda quindi essere

U0—|—1
UO—l

[.

]_Ooat0+log

| | I ]
1 z El 4

Figure 2: Alcune soluzioni dell’equazionedifferenziale

E anche facile verificare che queste soluzioni sono tutte convesse:

(1) = ) = (G — 1) = b (1) = S((0) — ult));

si noti che quando u(t) > 1 quest’ultima espressione é sempre positiva.



I prova scritta: seconda parte B.
8 giugno 2016

Fare uno studio qualitativo delle funzioni

f(x) =logz, e g(z)=Ilog’x,

tracciandone i grafici.
Osservare che tali grafici, intersecandosi, individuano una regione limitata D
di piano: calcolare I'area di tale regione.

I1 dominio di g & D(g) =]0,+o0[; g(x) >0 se e solo se = # 1.

li = li = +o0.

lim g(z) =400, lim g(x) = +oo
2logx 2

g@)=—>= ') = 5(1 ~loga);

Pertanto g & decrescente su |0,1] mentre & crescente su [l,+o0[; ¢
é convessa su |0,e|] mentre & concava su [e,+00].
Si ha che
f(z) > g(x) <= (logz —1)logz <0 < z € [l,¢];

Effettuiamo il calcolo dell’area della regione D raffigurata
in figura:

Area(D) = / log z — log® z]dx = [3z(logz — 1) — z log? x]i =3—e.
1
Nel calcolo qui sopra abbiamo usato che

/logx dr = z(logz — 1) + ¢, /long d:p:xlong—Q/logm dx

dove entrambe le formule sono ottenute mediante integrazione per
parti.
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Figure 3: La regione D.

Trovare tutte le soluzioni u = u(t) del problema di Cauchy

v =vVu(u+1), u(0)=ug

nel caso in cui uy > 0. Determinare esplicitamente il massimo intervallo di
esistenza e tracciare un grafico qualitativo delle soluzioni trovate (al variare di
uy > 0).

Pit in generale, fare lo stesso studio per il problema di Cauchy

u' = vVulu+1), u(ty) =ug

al variare di to € R e ug > 0.

Se up =0 allora u(t) =0 & soluzione costante del problema di
Cauchy definita su tutto R.

Se invece up > 0, posto J := {t: u(t) > 0}, si avrd che J é un
intervallo aperto contenente 0; su J 1l’equazione differenziale pud

essere riscritta come ,
U

NoOES )



Integrando tra 0 e ¢t il membro sinistro di questa equazione, ed usando
la sostituzione y = \/u(s), si ottiene

t / £/ u(t) d [
w(s) ds = / 5 i dy = [2 arctan y]ﬁ(t)
Vo y*+1 0

Posto ¥(z):= 2arctan(y/r), osserviamo che
U (0,400 — [0,7]

é una bigezione.
Dall’equazione (3) ricaviamo quindi che W(u(t))—W(uy) =1, ovvero

T(u(t)) = (ug) +t.

Affinché quest’ultima identitd sia verificata é necessario che il
membro destro appartenga all’immagine di ¥, e quindi ¢, < t <
tmax dove

tmax = T — 2arctan(y/ug),  tmin := —2arctan(y/ug).

Per tali valori di t si avra che

ovvero

u(t) = tan? <arctan(u0) + g)

Quest’espressione & definita per t €|tyn, tmax|; inoltre si verifica
facilmente che

lim u(t) = +oo, lim wu(t) = 0.

t—>tmax t—tmin
Quindi la soluzione cessa di esistere per t > 7w — 2arctan(y/up);
d’altra parte, posta

u(t) = { 0 t < —2arctan(\/ug)

tan? (arctan(ug) + 1) —2arctan(y/ug) <t < m — 2arctan(y/ug)

si verifica facilmente che tale funzione é soluizione dell’equazione
eqrefsolB ed & definita su |—oo,m—2arctan(,/ug)[ (intervallo massimale
di definizione).



Nel caso generale, ovvero nel caso il dato iniziale del problema
di Cauchy fosse u(tg) = up, un ragionamento analogo porta a concludere
che la soluzione €

u(t) = { 0 t <ty — 2arctan(y/uo)

tan? (arctan(ug) + 552) to — 2arctan(y/ug) <t <t + m — 2arctan(y/uo)

e 1’intervallo massimale di definizione risulterd quindi essere

| — 00, tg + ™ — 2arctan(y/ug)|[.

Figure 4: Alcune soluzioni dell’equazionedifferenziale

E anche facile verificare che queste soluzioni sono tutte convesse:

d d t)+1
Bu)+1

w10) = 0/0) = OO = T 0) = G ()41

quando u(t) > 0 quest’ultima espressione é sempre positiva.



